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Introduccion

En 1962, Fell introdujo la topologia 7, ahora llamada Topologia de Fell, sobre la
coleccién 2% de todos los subconjuntos cerrados, incluido el conjunto vacio, de un espa-
cio topologico X, ésta topologia ha demostrado ser mas 1til en términos de aplicaciones
particularmente hay aplicaciones en la optimizacion, el analisis convexo, la economia ma-

tematica, la teoria de la probabilidad y la teoria de las capacidades.

Este trabajo consta de tres capitulos, los contenidos de estos se resumen de la siguiente
manera: En el Capitulo 1, introducimos conceptos topolégicos basicos, los cuales nos
serviran a lo largo de la tesis. En el Capitulo 2, nos involucramos con la Topologia de Fell
y las propiedades en hiperespacios con dicha topologia. En el Capitulo 3 estudiamos mas
afondo resultados como:

Para un espacio localmente compacto, de Hausdorff X, las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
a) X es conexo en pequeno en z.
b) (Ck(X),7r) es conexo en pequenio en {x}.
¢) (C(X),7r) es conexo en pequeno en {z}.
Ademas son equivalentes las siguientes condiciones:
e) X es conexo en pequeno en .
f) (C(X),7r) es conexo en pequeno en {z}.
Finalmente mostraremos que estas tltimas también son equivalentes:

(i) X es localmente conexo;
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(ii) (C(X),7r) es localmente conexo;
(iii) (C(X),7r) es localmente conexo en cada E C Ck(X).

Siendo estos algunos de los mas importantes dentro de este trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notacion basica

Sean Z un conjunto y A C Z. Denotamos por A¢ al complemento del conjunto A, en
algunas pruebas usaremos el simbolo Z \ A para denotar el complemento de A ya que
el otro simbolo puede causar alguna confusion, sin embargo en algunos casos el simbolo
A° es pertinente para denotar el complemento de un conjunto. Denotamos por P(Z) al

conjunto potencia de Z.

Sea Z un espacio topoldgico con topologia 7. Sea Y C Z. Denotamos por 7|y a la
topologia relativa a Y. Los simbolos cl(A),, Int (A), denotan la cerradura y el interior
de un conjunto A en Z. En caso de no haber confusién del espacio base, usaremos la

siguiente notacién cl (A), Int (A).

El simbolo N denota el conjunto de los niimeros naturales.

Lema 1.1. Sea D = {z1,x9,...} un conjunto numerable. Entonces F(D) = {A C D :
A es finito y no vacio} es numerable.

Demostracion. Definamos la funcién ¢ : |J N¥ — F(D) como
k=1

{za}, sia €N,
p(a) =
{$i17...,$ik}7 Sia:(il,...,ik)ENk7k22.
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Claramente ¢ esta bien definida. Probaremos que ¢ es suprayectiva. Para k =1y x; € D,
se tiene que (i) = {x;}. Parak > 2y {x;,,...,x; } € F(D), se tiene que ¢((iy,...,1)) =

{xi,...,x; }. Como |J NF es numerable, F(D) es numerable. O
kEN

El siguiente teorema es conocido en la literatura.

Teorema 1.2. Sea X un espacio topologico. Entonces X es localmente conexo si y solo

st cada componente de cada conjunto abierto es un abierto.

Definicién 1.3. Un espacio X es numerablemente compacto, si toda cubierta abierta

numerable de X tiene una subcubierta finita.
Lema 1.4. Sea (Z,7) un espacio topoldgico.

1. Si A C Z no tiene puntos de acumulacion, entonces para todo B C A no vacio, B

no tiene puntos de acumulacion.

2. Si A C Z no tiene puntos de acumulacion, entonces A es un subespacio discreto de

Z.

Demostracion. Para probar 1., sea B C A, no vacio. Sea b € Z. Supongamos que b es un
punto de acumulacién de B. Sea U € 7 tal que b € U. Entonces U \ {b} N B # 0. De
donde @ #£ U\ {b} N B C U\ {b} N A. Asi, b es un punto de acumulacién de A, lo cual es

una contradiccion. Por lo tanto B no tiene puntos de acumulacion.

Para probar 2., sea a € A. Probaremos que A\ {a} es cerrado en Z. Por 1., A\ {a}
no tiene punto de acumulacién. Asi, A\ {a} es cerrado en Z. Dado que Z \ (A \ {a}) =
(Z\ A)U{a} es abierto en Z, (Z \ (A\ {a})) N A ={a} es abierto en A. O

La demostracion del siguiente resultado se puede consultar en [7, Teorema 1.1, p. 15].
Proposicién 1.5. Si A es un conjunto infinito no vacio, entonces |A| < |P(A)|.

La demostracion del siguiente resultado se puede consultar [5, Teorema 7.1, p. 15].
Teorema 1.6. Sea B un conjunto no vacio. Entonces son equivalentes:

1. B es numerable
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2. Existe una funcion suprayectiva f : Z, — B
3. FExiste una funcion inyectiva f : B — Zy

Proposicion 1.7. Sea X un espacio topoldgico. Si X es sequndo numerable, entonces X

es separable.

Demostracion. Sea f = {Uy,...,U,,...} una base numerable. Sea D = {x; : z; € U;}.
Claramente D es numerable. Sean U un abierto no vacio en X y x € U. Como [ es una
base, existe un 7 € N tal que x € U; C U. Asi, U N D # (. Por lo tanto D es denso en
X. O

Proposicion 1.8. Sea X un espacio métrico. Entonces son equivalentes las siguientes

condiciones:
1. X es separable
2. X es seqgundo numerable.

Demostracion. Solo probaremos 1. implica 2., ya que la pureba de 2. implica 1., se sigue
de la Proposicién 1.7.

Sea D C X numerable y denso en X. Consideremos g = {B(z,+) : z € D,n € N}.
Claramente 8 es numerable. Para probar que 3 es una base, sean ¢ > 0y x € X.
Probaremos que existen n € Ny z € D tales que = € B(z, %) C B(z,¢€). Por la propiedad

Arquimediana, existe n € N tal que % < §. Como D es denso en X, B(z, %) N D # (.

Sea z € B(xz, ) N D Entonces d(z,z) < +. As{ z € B(z, -). Para ver que B(z,2) C
B(z,€), sea y € B(z, ). Dado que d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) < + + L <€, y € B(z,e).
De donde B(z, %) C B(z,¢€). Con lo anterior, B(z, %) € [y cumple con lo requerido.

Asi, B es una base numerable. Por lo tanto X es segundo numerable. [

Definicién 1.9. Decimos que un espacio topolégico (X, T) es localmente compacto si
para cada x € X y todo abierto V de X con x € V, existe una vecindad compacta G de

x tal que G C V.

Proposiciéon 1.10. Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces X es localmente compacto

sty solo si cada punto de X posee una vecindad compacta.
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Proposicion 1.11. Si X es un espacio localmente compacto y de Hausdorff, entonces X

es reqular.

Definicién 1.12. Una cadena simple es una coleccion finita numerada de subconjuntos
de un espacio topdlogico, no vacia, L = {Ly,..., L,} tal que para cadai € {1,...,n—1},
se tiene que L; N Ly # 0. Si L es una cadena, se dice que L es una cadena de Ly a L,,
ysix € Ly yy € Ly, se dice que L es una cadena de x ay. A cada elemento de L;, se le

llama eslabon de L.

Teorema 1.13. Sean X un espacio topolégico conexo y x,y € X con x # y. St U es
cubierta abierta de X, entonces existe una cadena simple, cuyos eslabones son miembros

de U que conectan a x con y.
Demostracion. Sea x € X. Definimos el siguiente conjunto:
D = {z € X : existe una cadena simple {U;,Us, ..., U,} CU de z a z}.

Dado que z € X y | JU = X, existe U € U tal que x € U, asi {U} es una cadena simple
que va de z a z. Por lo que z € D. Lo que implica que D # (). Demostraremos que D es

un abierto y cerrado. Primero veamos que D es abierto.

Sean z € Dy {Uy,U,,...,U,} CU una cadena simple con x € Uy y z € U,. Observe-
mos que para todo t € U, se tiene que {U;, U, ...,U,} es una cadena simple que va de x
at,porloquete D. Asi, z € U, C D. Esto prueba que D es abierto.

Para probar que D es cerrado, sean p € ¢l (D) y U € U tal que p € U. Entonces UND # ).

Sea t € U N D. Entonces existe una cadena simple {Uy,Us, ..., U,,} CU que va de x
at.Dadoquet e U, NUypeU,{U,...,U, U} CU es una cadena simple que va de
xap. Asi, p € D. Porlo que cl (D) C Dy D = cl(D). Por lo anterior, D es un abierto y
cerrado en X. Dado que X es conexoy D # 0, D = X.

Por lo tanto existe una cadena simple, cuyos eslabones son miembros de U que conectan

a T con y. O

Definicién 1.14. Un espacio compacto, conexo y de Hausdorff es llamado continuo.
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Lema 1.15. Sean X un espacio localmente compacto, localmente conexo, de Hausdorff y
U C X abierto y conexo. Si K es un subconjunto compacto de X tal que K C U, entonces

existe un subcontinuo L de X tal que K C Int(L) C L C U.

Demostracion. Sea K un compacto en X tal que K C U. Como X es regular (por la

Proposicién 1.11), para todo x € U, existe un abierto V. tal que x € V! C cl (V) C U.

Usando que X es localmente compacto, para todo x € U, existe una vecindad V, de x
tal que cl (V) es un compacto y V,, C V/. Dado que X es localmente conexo, para todo
x € U, existe una abierto conexo W, tal que z € W, C Int (V). Observemos que para
todo x € U cl(W,) es un compacto. Claramente la familia & = {W, : x € U} es una
cubierta abierta de K y de U. Como K es compacto, existen z1,...,x, € U tales que
KcUw,.

i=1
Por otra parte, sea a; € W,, para toda i € {1,...,n}. Dado que U es una cubierta

abierta de U y U es conexo, por el Teorema 1.13, para a; y as, existe una cadena simple

{Wan,...,Wam,} C U de a; a ay. Nuevamente usando el Teorema 1.13, para a; y as,
existe una cadena simple {Ws51,..., W5,,.} C U de a1 a az. Continuando con este proceso
y usando el Teorema 1.13, para a; y a,, existe una cadena simple {W,,1,..., Wy, } CU
de a1 a a,.

my

Finalmente, por cada l € {2,...,n}, sea L; = W,, U |J W;;UW,,. Notemos que por cada
j=1

le{2,....n}, a1 € Wy, "Wy, a1 € Wy, N W4, v el conjunto {We,, Wiy, ..., Wi, Wa,}

n
es una cadena simple de a; a a;. Entonces cada L; es conexo. Asi, |J L; es conexo. Sea
i=1

L = cl(L;). Entonces L es un subcontinuoy K C |JW; CInt(L) C L C U. O
~ —

7 =1

1.1.1. Propiedades de los conjuntos Vietoricos

Sean Z un conjunto no vacio y H C P(Z) no vacio tal que ) ¢ H y Z € H. Para

E Ey, ... E, € P(Z), definimos los siguientes conjuntos.

<E1,...,En):{Ae’H:ACUEiyAﬂE,-%(Z), paratodoie{l,...,n}}

=1

E-={AcH:ANE#0}y
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ET =(E).
Observemos que, si £ = () y algiin E; = (), entonces
(Br,... E)=E =E* =4

Sean Y C Z no vacio y Hy C P(Y) no vacio tal que Hy C H, 0 ¢ Hy y Y € Hy.
Definimos:
{AE Hy : AC U(EiﬂY) v AN (E;NY) # 0, para todo i € {1,...,n}}.
i=1
Lema 1.16. Sean Z un conjunto no vacio y E, E, ..., E, € P(Z). Entonces se tienen

las siguientes condiciones.

5. (Ey,...,E,) = (ﬁ E;) N (}n{ Ei)+.

Demostracion. Dado que las pruebas de los incisos 1,2, 3,4, se siguen de las definiciones,

solo probaremos 5.

C| Sea A € (Ey,...,E,). Entonces AN E; # () para todo i € {1,...,n}. Asi, A € E
para todo i € {1,...,n}. De donde A € () E; .
i=1

n n +
Ahora, dado que A C |J E;, A € (U EZ) )
i=1 i=1

n n +

D] Sea A€ N EZH(U Ez> . Entonces A € E; paratodoi € {1,...,n}. Asi, ANE; # ()
i=1 i=1

para toda i € {1,...,n}.

n

+ n
Por otra parte, dado que A € ( Ez) ,AC |J E;. Porlo que A € (Ey,..., E,).
i=1

i=1

n n +
Asf, <E1,...,En):ﬂEiﬂ< E) . m
1

=1 =



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Lema 1.17. Sean k € N y Ey, ..., Ex € P(Z). Se tienen las siguientes propiedades:
a){Ey, ..., Ey) = <£Jl EZ> N (ﬁ<z’ EZ>>,

b)(E1) N (Es) = (Ex N Ey),

c){Z, Er) N (Z, E3) = (Z, Er, E»),

d){(E)) N {(Z, ) = (Ey, E; N Ey).

Demostracion. A continuacién probamos a).

C| Sea A € (Ey,...,Uy). Claramente A € <U E; > Notemos que A N E; # () para todo
i€{l,...,k}. De donde A € (Z, E;) para todo i € {1,...,k}. Por lo que

AE<UE> (ﬁzm)

k k k k
D] Sea A € <U EZ> N <ﬂ<Z,EZ>) Entonces A € <U EZ> vy A e N{ZE;). Asi
i=1 % =1

i=1 1=1

k
AC U Ei yANE; # 0 paratodoi € {1,...,k}. De donde A € (E},..., Eg). Por lo que

(Ey,....E <UE> (ézm)

Ahora demostramos la parte b).

C| Sea A € (E) N (Ey). Entonces A € (E1) y A € (E). De lo anterior, se tiene que
AC Ei.N E,. Porlo que A€ <E1 N E2>

D| Sea A € (E1 N Ey). Entonces A C E1 N Ey. Asi; A C E; parai € {1,2}. De donde,
A€ (E)) N (E,).

Concluimos <E1> N <E2>:<E1 N E2>

En seguida probamos c).

C| Sea A€ (Z E)N{(Z Ey). Entonces AC ZUFE, UE,, ANE; # 0y AN Ey # (). Por
lo que A € (Z, E, E»).

D| Sea A € (Z,FEy,F,). Entonces ANE;, # 0 # ANEy,y AN Z # (. Notemos que
Z U El Z =7U EQ, asi A € <Z E1> <Z, E2>
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Por tanto <Z, E1> N <Z, E2>:<Z7 El; E2>

Finalmente justificamos d).

C| Sea A € (E1) N (Z, Es). Entonces, dado que A € (Ey) y Ey = E1 U (E; N Ey), se tiene
que A C Ey U (E; N E,).

Ahora, dado que A C Ey, se tiene que (ANE)NEy = ANEy # (. Asi, AN(EyNEy) # 0.
Por lo que A € (Ey, By N Es).

DJ Sea A € <E1,E1 ﬂE2> Dado que AC Ei U (El N EQ) =F; y AﬂEl 7é @, A€ <E1>
Por otro lado, como AN (Ey N Ey) # 0, A € (Z, Ey). Por lo que A € (Ey) N (Z, Ey).

Concluimos (Ey) N (Z, Us)=(E1, Ey N Ey). O
Lema 1.18. SeanY C Z y Fy, ..., E, € P(Z). Entonces,
(E\0OY,...,E.OY) = (B1,....E) N Hy.

Demostracion. Para la primera contencién, sea B € (E1NY, ..., E, NY). Probaremos
que B € (Ey,...,E,) NHy. Notemos que BCY y B € Hy CH. Asi B € H.
Seai € {l,...,n}. Como (BNE)NY #0y (BNE;)NY C BNE;, BNE; #0.

Por otra parte, dado que

UEny) (UE)
i=1
B C | E;. De donde B € (Ey, ..., E,) N Hy. Asi,
i=1

(ExNY,. ..., E,NY) C(Ey,...,E,)NHy.

Para la segunda contencién, sea A € (Fy, ..., E,)NHy. Notemosque A C Yy A € Hy.
Probaremos que A € (E1NY,...,E,NY). Seai € {1,...,n}. Como ANE;, CACY,
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ANE,NY =ANE;. Como ANE; #0, AnN(E;NY) #0.
Ahora, dado que A C |J E; y A C Y, se tiene que A C <U EZ) NY. Asi, como
i=1 i=1

£2Emy OJE)QY

Ac|JEny).

Porloque Ae (EyNY,....,E,NY).

1.1.2. Topologia de Vietoris

En esta seccién la letra X representa un espacio topoldgico con topologia 7.

Definimos:

—_

={A C X : A es cerrado}.

2. K(X)={AC X : A es compacto}.

3. CL(X) =2%\{0}.

4. F(X)={F € CL(X) : E tiene a lo mas n elementos}

5. F(X)={E € CL(X) : E es finito}

6. C(X)={F e CL(X) : E es conexo}

7. Cg(X)={F € CL(X) : FE es conexo y compacto}

Notemos que @ € 2% N K(X).

En esta seccién consideramos H = C'L(X) para la definicién de los vietoricos.
La topologia con la que se dota a C'L(X) es la topologia de Vietoris, la cual describimos
a continuacién. Sean S = {(U) : U € 7} U{(X,U) : U € 7} y §* la familia formada por
las intersecciones finitas de elementos de S. La topologia de Vietoris se define como la

minima topologia 27 para C'L(X) que contiene a S como subbase. Claramente S* es una

base para la topologia de Vietoris.
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Sea Y un subespacio de X con la topologia 7|y. Entonces C'L(Y") tiene la topologia de
Vietoris, 2717

Para los siguientes resultados, consideremos Hy = CL(Y).

El siguiente resultado permite obtener una base para la topologia 27.
Teorema 1.19. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Entonces, la familia
By ={{(Uy,...,Uy) : Up,..., Uy son abiertos en X, k € N}
es una base para 27.

Demostracion. Dado que la familia S es una subbase para 27, es suficiente probar que
S* = Bv.
Primero probaremos que:

By C S*.

Sean k € Ny Uy, ..., Uy € 7 tales que (Uy,...,Uy) € By. Probaremos que (Uy,...,U;) €
S*.

Por Lema 1.17 a), (Uy,...,Uy) € S*.
Finalmente, veamos que
S§* C By.

Sean Uy, Uy € 7 tales que (Uy), (Us), (X, Uy), (X, Us) € S. Por el Lema 1.17 b), ¢) y d), se

concluye que §* C By.

Por lo tanto By es una base para la topologia de Vietoris. O

Corolario 1.20. Sea Y un subespacio cerrado de X con la topologia T|y. Entonces la
familia

B={{UnNnY,...,UNY):Up,..., Uy son abiertos en X,k € N}

es una base para 27 .

Lema 1.21. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Si (Y, T|y) es un subespacio cerrado de X,

entonces 27 |cpyy = 27ly
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Demostracion. Como Y es cerrado en X, CL(Y) C CL(X).

Notemos que {(Uy,...,Ux) NCL(Y) : Uy,...,Uy son abiertos en X, k € N} es una base
para la topologia 27 |cr(v).

Por el Corolario 1.20, {{U;NY,...,UxyNY) : Uy,..., Uy son abiertos en X, k € N} es una
base para 271V, Asf por el Lema 1.18,

{{(Uy,...,Ue) NCL(Y) : Uy, ..., Uy son abiertos en X,k € N} =

{{UinY,...,U,NY):Uy,..., Uy son abiertos en X, k € N}.

Por lo tanto 27|cry) = 27y O

Teorema 1.22. Sea (X, 7T) un espacio topoldgico Ty. Entonces X es separable si y sdlo

si (CL(X),27) es separable.

Demostracion. Para la Necesidad, sean D C X denso y numerable. F(D) = {E C D :
E es finito y no vacio}. Por el Lema 1.1, F'(D) es numerable. Ahora, probaremos que
F(D) es denso en CL(X). Como X es T}, F(D) C CL(X). Sea (Uy,...,U,) € 27\ {0}.
Notemos que U; € 7\ {0} para todai € {1,...,n}. Dado que D es denso en X, U;ND # ()
para toda ¢ € {1,...,n}. Sea x; € U; N D para toda i € {1,...,n}. Entonces

()0, € (Uy,...,U,) N F(D).

Por lo que F(D) es denso en C'L(X). Concluimos que C'L(X) es separable.

Para la Suficiencia, sea {A4; : i € N} un conjunto denso y numerable en C'L(X). Asi,
tomemos D = {a; : a; € A; ei € N}. Claramente D es numerable. Probaremos que
Clx(D) = X. Sea U € 7\ {0}. Como (U) € 27, existe i € N tal que A; € (U). Asi,
a; € A; C U. Por lo que a; € U N D. De donde U N D # 0.

Por lo que clx(D) = X. Esto prueba que X es separable. [

Lema 1.23. Sea A un subespacio cerrado, discreto y numerable de X, entonces
(CL(A),27cr(a)
no es sequndo numerable.

Demostracion. Notemos que 27|cra) = 274, Como A es discreto, {(E) : E € P(A)} C
2714, Sea B una base de 2714, Para cada E € P(A), existe Uy € 3 tal que E € Uy C (E).
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Claramente {Z/{E}EGIP’(A) - ﬁ

Definimos ¢ : P(A) — {Ug} pepca) como 1 (E) = Ug. Probaremos que 1) es inyectiva.

Sean F # Fy € P(A). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que E1\ Ey # (.
Entonces F; € Ug,. En el caso de que E; € Up, C (Es,), entonces E; C Es, por lo que
E/\FE> = (), una contradiccién. Asi, Ey & Ug,. Concluimos Ug, # Ug,. Esto prueba la
inyectividad de ).

De lo anterior y dado que [A| < [P(A)], |A] < [P(A)] < {Ug}Eep)|- Por lo tanto

{Ug} Eep(ay ¥y B son no numerables. O

Teorema 1.24. Sea X un espacio topoldgico. Si (CL(X),27) es sequndo numerable, en-

tonces X es compacto.

Demostracion. Supongamos que X no es compacto. Entonces existe un subconjunto in-
finito A de X sin puntos de acumulacion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que A es numerable. Por el Lema 1.4, A es un subespacio discreto de X. Claramente A
es cerrado en X. Asi CL(A) C CL(X). Dado que (CL(X),27) es segundo numerable,
(CL(A),27|cr(ay) es segundo numerable, esto contradice el Lema 1.23.

Por lo que X es compacto. O

Teorema 1.25. Sea (X, 7) un espacio Ty. Si (CL(X),27) es metrizable, entonces X es

compacto.

Demostracion. Supongamos que X no es compacto. Entonces existe un subconjunto infi-
nito A de X sin puntos de acumulacion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
A es numerable. Por el Lema 1.4, A es un subespacio discreto de X. Claramente (A, 7]4)
es separable v ademds A es cerrado en X. Asi OL(A) € CL(X) y (CL(A),2714) es se-
parable. Por el Lema 1.21, (C'L(A), 27|cr(a)) es separable. Dado que (CL(A),27|cr(a)) es
metrizable, por la Proposicién 1.8, (CL(A),27|cr(a)) es segundo numerable, esto contra-
dice el Lema 1.23.

Por lo que X es compacto. [
Proposicién 1.26. Si X es un espacio Ty, entonces X es homeomorfo a Fy(X).

Demostracion. Definamos la funcién o : X — F;(X) como o(z) = {z}.
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Claramente o es biyectiva. Para la continuidad, sean Uy, ..., U, abiertos en X. Suponga-

mos que (Uy,...,U,) N F1(X) # (. Probaremos
o (Uh,..., U) N Fi (X)) = Us.
i=1

Notemos z € o~ '({(Uy,...,U,) N F1(X)). Siy sélo si, o(z) = {z} € (Uy,...,U,) N Fi(X).
Esto ltimo se da, si y sélo si, z € {z} NU; # () para toda i € {1,...,n}. Si y sdlo s,
S ﬁ U;. Esto prueba que o '((Uy, ..., U,) N F1(X)) = (n] U,.

Por llzlque, o es continua. .

Ahora para probar que o es cerrada, sea K un cerrado en X . Demostraremos que F;(X)\

o(K) es abierto. Sea {z} € Fi(X)\o(K). Asiz e X\ Ky {z} € (X \ K) N F(X).

Necesitamos probar que (X \ K)NF(X) C F1(X)\o(K). Sea {y} € (X \K)NFi(X).
Entonces y ¢ K. Asi, dado que o es biyectiva, o(y) ¢ o(K) y o(y) € Fi(X) \ o(K).
Esto prueba (X \ K) N F1(X) C Fi(X) \ o0(K). De lo anterior y de que X \ K es abierto,
Fi(X)\ o(K) es abierto. Por lo que o(K) es cerrado.

De donde o es biyectiva, continua y cerrada. Por lo tanto ¢ es un homeomorfismo. O]

Proposicién 1.27. Si X es un espacio de Hausdorff no degenerado, entonces Fy(X) es

cerrado en CL(X).

Demostracion. Sea A € CL(X) \ Fi(X). Entonces A es no degenerado. Sean a,b € A,
a # b. Como X es de Hausdorff, existen dos abiertos ajenos U,, U, tales que a € U, y
b € Uy. Probaremos que A € (U,,U,, X) C CL(X) \ F1(X).

Claramente A € (U,,U,, X). La contencién se sigue de que, si {z} € (U,, U, X) N
Fi(X), entonces x € U, NU, N X = U, N Uy, una contradiccién a que U, y U, son ajenos.
Por lo que (U,, Uy, X) C CL(X)\F1(X). Esto prueba que F;(X) es cerradoen CL(X). O

Teorema 1.28. Sea X un espacio de Hausdorff. Si (CL(X),27) es compacto, entonces

X es compacto.

Demostracion. Por la Proposicién 1.27, Fy(X) es cerrado en C'L(X). Como CL(X) es
compacto, Fi(X) es compacto. Asi, dado que X es homeomorfo a F;(X) (por la Propo-

sicién 1.26), X es compacto.
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1.1.3. La topologia de Fell

Sea (X, 7yx) un espacio topoldgico. Una topologia fundamental en el conjunto 2% es la
topologia de Fell, también llamada la topologia de la convergencia cerrada. Para describir
esta topologia necesitamos introducir alguna notaciéon, para £ un subconjunto de X,

recordemos que hemos definido los siguientes subconjuntos de 2%:
E-={Ac2X :AnNE#0}y

Et={Aec2X: ACE}.

Notemos que (0¢)F = X+ = 2%,

Sea f={V" :V € rx} U{(K°)" : K € K(X)}. Definimos la topologia de Fell,
7r, en 2% como la minima topologfa que contiene a 3 como subbase. Sea B la familia
de las intersecciones finitas de elementos de (3, y a sus elementos les llamaremos basicos.

Claramente Sr es una base para 7p.

Los subconjuntos CL(X), F,(X), F(X) son considerados subespacios de 2%. En el

caso de que X sea un espacio de Hausdorff, K(X) es considerado un subespacio de 2X.

Proposicion 1.29. Sea X un espacio topologico con T su topologia. Sean K, ..., K, €

K(X). Entonces
= ((Ue))

Demostracion. Sea A € ((Kf)". Entonces A C (] Kf. Dado que () K¢ = (U Kz) :
' =1 i

=1 A =1

n C
AC (U Ki> . Asi, dado que la unién finita de compactos es un compacto,
i=1

w<((0m))

n e\ T
Para ver la otra contencion, sea B € ((U K,) ) . Entonces

i=1

BcC Ki) = K¢

=1 =1
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Asi B C Kf paratodaie€ {1,...,n}y Be [(K)T.
i=1

er=((Ox))

El siguiente resultado nos proporciona informacion sobre los abiertos basicos de la

Por lo tanto
O]

topologia de Fell.

Proposicion 1.30. Sea X un espacio topoldgico con T su topologia. SiU € Br, entonces

U es igual a uno de los siguientes tres tipos de conjuntos:
1. (K°)*" donde K € K(X).

2. (ﬂ V;_) N (KT, donde Vi,...,V, €Ty K € K(X).
i=1

3. V,~, donde Vi,...,V,, €T.
i=1

1=

Demostracion. SiU = () (K¢)T para algunos K, ..., K, € K(X), entonces por la Pro-
i=1

c\ +
posicién 1.29, U = ((U Ki> > . Por lo que U es del tipo 1.

i=1

n l
Ahora, sid = ( Vl_) N (ﬂ(Kf)*), donde Ki,...,K; e K(X)y Vi,...,V, €T,
=1 i=1
n n c\ +
por lo anterior, (I/{ = V;_) N ((U Ki) ) . Esto prueba que U es del tipo 2.
i=1 i=1
En otro caso U tiene que ser del tipo 3. [
Lema 1.31. Sean X wun espacio topologico con T su topologia. Sean Vi,...,V, € T y

K e K(X). Si (fn] Vl_) N (KT #0, entonces V; \ K # 0 para cada i € {1,...,n}.
i=1

Demostracion. Supongamos que existe ¢ € {1,...,n} talque V; C Ky E € (ﬁ V;) N
(K°)*. Entonces ENV; # 0y E C K¢. Dedonde ) # ENV; C V; C Ky ENV; szi? C K©.
Por lo que ) # ENV; C V; C KN K= (), una contradiccién. Por lo que V; \ K # () para
cadai € {1,...,n}. O
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Sea (X,7) un espacio topoldgico. Los hiperespacios (X)) y C'L(X) son considerados
como subespacios de 2%, denotamos por 7p|y donde H € {K(X),CL(X)}, a la topologia

relativa del correspondiente hiperespacio H.

Observemos que, si X es un espacio topologico compacto y de Hausdorff, entonces

K(X) = CL(X).

Proposicién 1.32. Sea (X, 7) un espacio topoldgico de Hausdorff. Entonces Tp|cr(x) C

27,

Demostracion. Probaremos que fr C 8*. Sea U € [r. Por el Lema 1.30, consideremos
los siguientes casos:

Caso I. Supongamos que U = (K¢)T, para algin K subconjunto compacto de X.

Por definicion, (K¢)* = (K¢). Como K es compacto en X y X es de Hausdorff, K es
cerrado en X. Asi, K¢ es un abierto en X. De donde U/ € S*.

Caso II. Supongamos que U = (ﬁl V;‘) N (KT, donde Vi,...,V, e 7x y K € K(X).

Por el Lema 1.16, 3., (| V" N(K°)" = (ﬂ (X, V;)) N(K°). Asi, dado que K¢ € 7,U € S*.
i=1 i=1
Caso III. Supongamos que Y = (| V;7, donde Vi,...,V,, € T.
i=1
Por el Lema 1.16, 2., " V;” = (X, V;). De donde U € S*.
—1 —1

1= K3

[]

Proposicidon 1.33. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff. Entonces

Tr|onx) = 27.

Demostracion. La prueba de la primera contencién se sigue de la Proposicion 1.32.

Para probar la otra contencion, sea U € §*. Por el Teorema 1.19, §* = Sy. De donde
U= U,...,U,) conUy,...,U, abiertos en X. Hagamos K = (|J U;)¢. Claramente K es
i=1
compacto en X. Asi, por el Lema 1.16, 5.,

W) = (ﬁ UZ) " ((} Ui) - (ﬁ U) ()

Por lo que U € Bp. Por lo tanto 7p|cr(x) = 27. O
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Teorema 1.34. Si X es un espacio topolégico, entonces (CL(X),Tr) es T;.

Demostracién. Sea A, B € 2% tales que A # B. supongamos sin pérdida de generalidad
A ¢ B. Entonces existe a € A\ By se tiene que B # X, claramente {a} es un subconjunto
compacto de X. Entonces (X \ B)™ y (X \ {a})™ son abiertos en (2%,7p) tales que
Ae(X\B)"yB¢g(X\B)",Be (X\{a})Ty A¢g (X\ {a})". Por lo tanto (2%, 7x)
es T;.

La demostracién del siguiente resultado se puede consultar en [6, p. 162].

Teorema 1.35. Sea X un espacio Ty no degenerado. Entonces (CL(X),Tr) es de Haus-

dorff si y solo si X es localmente compacto.
Lema 1.36. Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces:

a) Si B es un subconjunto conexo (compacto) de (CL(X),27), entonces B es un sub-

conjunto conexo (compacto) de (CL(X),Tr),
b) Si D es denso en (CL(X),27), entonces éste es denso en (CL(X),Tr)
Demostracion. a) Recordemos que 7 C 27. Consideremos la funcién identidad
id: (CL(X),2") = (CL(X),Tr)

definida por id(A) = A. Claramente id es suprayectiva y continua. Por lo que, si B C

(CL(X),27) es conexo (compacto), id(B) = B es conexo (compacto) en (CL(X), 7p).
b) Veamos que D es denso en (CL(X),7r). Seald € 7 C 27. Como D es denso en

(CL(X),27), entonces U N'D # (), asi D es denso en (CL(X), Tr). O

La demostracién del siguiente resultado se puede consultar en [4, Corolario 5.8.1, p.

169].
Proposicion 1.37. Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces, la funcion

¥ ((CL(X),27)" = (CL(X),27)

Cs

definida por (E1, ..., E,) = | E; es continua.

=1
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Proposicion 1.38. Sea X un espacio topoldogico. Entonces:
a) Si A C X cerrado, entonces {E € CL(X): E C A} es cerrado en (2%, 7F).

b) Si X es de Hausdorff y A C X es compacto, entonces {E € CL(X): ENA # 0}
es cerrado en (CL(X), 7).

Demostracion. Para mostrar a), sean A = {E € CL(X) : E C A} y B € cloryx)(A).
Supongamos que B ¢ A. Entonces B ¢ A. Sea b € B\ A. Dado que X \ A es abierto y
b A, existe un abierto V de X talquebe VyVNA=0,asi BeV- yV - NA=4(,

lo cual contradice que B € clerx)(A). Por lo que B € Ay asi A es cerrado.

Para mostrar b), sean A = {E € CL(X): ENA# 0} y B € cler(x)(A). Supongamos
que B € A. Entonces BN A = (). Asi, dado que A es cerrado, existe un abierto V tal
que BCV yVNA=10. Asi (A°)" es un abierto que contiene a B en C'L(X) que no
intersecta a A, lo cual contradice que B € clorx)(A). Por lo que B € A. Por lo tanto A

es cerrado.



Capitulo 2

La topologia de Fell

2.1. Propiedades en hiperespacios

Proposiciéon 2.1. Sea X un espacio de Hausdorff. Sea O un subconjunto abierto en
alguno de los espacios (Cx(X),7r) 0 (C(X),7r). Si {z} € O, entonces hay una vecindad
Vdex en X tal que V C |JO.

Demostracion. Sea Y € {(Ck(X),7r), (C(X),7r)}. Sea O un subconjunto abierto en Y.
Sea {z} € O. Entonces, existe un abierto basico B en 2% tal que {z} € BNY C O.

Consideremos los siguientes casos:

Caso I. Supongamos B = (ﬂ V;‘) N (K" donde K € K(X) y Vi,...,V, € T.
i=1

Entonces, {2} € (ﬂ Vf) N(K)TNY C O,asixz e [ Viyxz e K¢ Como K es cerrado,
i=1 =1
Keer.

Notemos que z € (| V;N K¢ =W y W es abierto.
=1

(2

Mostraremos que W C |JO. Sea z € W. Entonces {z} € (V" v {2} € K° Asi,
i=1

{z} € (ﬂ Vf) N (K°)". Dado que {z} es conexo y compacto, {z} € BNY C O. Asi,
i=1

ze(UB)NY cJO. Por lo tanto W C |JO.

Caso II. Supongamos B = (| V,” donde V;,...,V, € 7.

=1

Entonces {x} € (ﬂ V;) NY CO,asiz e (| V;. Notemos que z € [V, =W y W es
i=1

i=1 i=1

24
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abierto.

Mostraremos que W C |J O. Sea z € W. Entonces {z} € ﬂ V. Asl, {2} € ﬂ V.~. Dado
que {z} es conexo y compacto, {z} € BNY C O. Asi, 2z 6 (U B)NY cl (’) Por lo tanto
wcyo.

Caso III. Supongamos B = (K¢)" donde K € K(X).
Entonces {z} € (K)TNY C O, asi z € K. Como K es cerrado, K¢ € 7.
Sea K¢ = W. Mostraremos que W C (JO. Sea z € W. Entonces {z} € K¢ Asi, {2z} €
(K°)*. Dado que {z} es conexo y compacto, {z} € BNY C O. Asi, z € (UB)NnY Cc JO.
Por lo tanto W C |J O. O

Proposicion 2.2. Sea X un espacio de Hausdorff. Si O es un subconjunto abierto bdsi-
co para alguno de los espacios (CL(X),Tr), (F(X),7r) o (K(X),Tr), entonces | JO es

abierto en X.

Demostracion. Sea Y € {(CL(X),1r),(F(X),7r), (K(X),7r)}. Sea B un elemento bési-
co no vacio de (2%, 7x). Probaremos que [ J(BNY) es un abierto en X. Consideremos los

siguientes casos:

n

Caso I. Supongamos B = (ﬂ V;) N(K°)" donde K € K(X) y cada V; es un abierto
i=1
en X.

Mostraremos que |J(BNY) = K° Sea © € K¢ Por el Lema 1.31, para cada i €
{1,...,n} podemos elegir un punto x; € V;\\K. Sea E, = {z1,...,2,,2}. Dado que
E, es un conjunto finito y X es un espacio de Hausdorff, £, € BN ). Por lo que
re B, cUBNY). De donde K¢ C |J(BNY).

Ahora, sea x € | J(BNY). Entonces © € E para algin E € ((ﬁ V.- ) N (K" ) ny.
Asi, v € E C K¢ De donde | J(BNY) C K¢ Por lo tanto | J(BNY) =

Caso II. Supongamos B = (ﬂ Vz_) donde cada V; es un abierto en X.

Mostraremos que |J(BNY) = X. Claramente | J(BN)Y) C X. Sea z € X. Elegimos
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un punto z; € V; para cada i € {1,...,n}. Sea E, = {z1,...,x,,2}. Dado que E, es un
conjunto finito y X es un espacio de Hausdorff, E, € BNY. Porlo que z € E, C J(BNY).
De donde X C J(BNY). Por lo tanto X = J(BNY).

Caso III. Supongamos B = (K°)" donde K € K(X).

Mostraremos que (J(BNY) = K¢ Sea x € K¢ Entonces {z} C K¢y {z} € (K°)".
Dado que {z} es un conjunto finito y X es un espacio de Hausdorff, {z} € BN Y. Por lo
que z € [J(BNY). De donde K¢ C | J(BNY).

Ahora, sea x € [J(BNY). Entonces x € E para algin F € ((K°)")NY. Asi, z € E C
Ke¢. De donde | J(BNY) C K°. Por lo tanto J(BNY) = K°.

De los casos anteriores concluimos que | J(B N Y) es abierto en X. O

Proposicion 2.3. Sea X un espacio de Hausdorff. St O es un conjunto abierto en

(Fn(X),7r), entonces |JO es abierto en X. En particular si

<ﬁ m) N (Kc)+] N Fu(X),

O:

donde los V;’s son disjuntos a pares, entonces | JO = Ol(VZ-\K).

Demostracién. Sea B un abierto basico de 2. Primero probaremos que | JB N F,(X) es
un abierto en X. Hagamos O = BN F,(X). Sean U = |JO y = € U. Entonces existe
E € O tal que x € E. Supongamos que E = {x;,...,x,} y asumiremos que © = x; y
p<n.

Caso I. Supongamos que B = (rm]l VZ> N (K" donde K € K(X) y cada V; es un

abierto en X.

Subcaso A. Supongamos que {V; : x € V;} = 0.

Sea W = K°. Claramente K¢ es un abierto en X y E \ {z} € (ﬁ VZ) N (K°)*T. Asi,
para cada y € W, E, = {y,x2,...,2,} € BN F,(X). Asi cada E;:é U, lo que muestra
quexeW CU.
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Subcaso B. Supongamos que {V; : x € V;} # 0.

Sea W = ({Vi : z € V;} N K¢. Claramente W es un abierto en X. Entonces para ca-
day e W, E, ={y,z0,...,2,} € BNF,(X). Asi, cada E, C U. Lo que muestra que
reWCU.

Caso II. Supongamos B = ﬂ V.~ donde cada V; es un abierto en X.

Subcaso A. Supongamos que {Vi:x eV} =0.

Sea W = K¢. Claramente K¢ es un abierto en X y F \ {z} € (ﬁ V;) Asi, para ca-
daye W, E, ={y,xq,...,2,} € BNF,(X). Asi, cada E, C UZ.ZILO que muestra que
reWcCU.

Subcaso B. Supongamos que {V; : x € V;} # 0.
Sea W = ({V; : x € V;}. Claramente W es un abierto en X. Entonces para cada y € W,
E,={y,zs,...,x,} € BNF,(X). Asi cada E, C U, lo que muestra que x € W C U.

Caso III. Supongamos B = (K°)" donde K € K(X).
Sea W = (K°¢). Claramente K¢ es abierto en X. Entonces para cada y € W, E, =
{y,x2,..., 2y} € BN F,(X). Asi cada, E, C U. Lo que muestra que z € W C U.

De los casos anteriores, concluimos que U es abierto.

Para la segunda parte, supongamos que O = {(ﬂ V;) N (KC)JF} N Fn(X), donde

los V;’s son disjuntos a pares.

Sean W = U (Vi \K)y U =JO. Mostraremos que W C U. Sea x € W. Entonces,
re Vi, \K para algun ip € {1,...,n}. Dado que los V;’s son ajenos a pares, por el Lema
1.31, elegimos para cada i € {1,...,n}, z; € V,\K. Asi {z1,...,2,} € O. Entonces para
caday € Vi \ K, B, = {x1,...,%i—1,Y, Tig+1, - - -, T} € O. Por lo tanto V;, \ K C U. Asi
W cU.

Finalmente, para probar la otra contencién, sea x € U. Entonces, existe £ € O tal
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que x € E. Como F € F,(X)y ENV,; # () para cada i € {1,...,n}, por el principio de
las casillas, existe i € {1,...,n} tal que ENV; = {z}. Entonces, £ C Ky z € V; \ K.
Por lo que U C W. Por lo tanto U = W. O

Definicién 2.4. Una coleccion € de subconjuntos de X se dice que tiene la propie-

dad de interseccion finita si cada subcoleccion finita de € tiene interseccion no vacia.

La demostracién del siguiente resultado se puede consultar en [5, Teorema 26.9, p.

193).

Teorema 2.5. Sea X un espacio topologico. Entonces, X es compacto si y solo si para
cada coleccion € de conjuntos cerrados en X con la propiedad de la interseccion finita,

se tiene que la interseccion de todos los elementos de la coleccion, [ C, es no vacia.
ce%

Proposicion 2.6. Sea X un espacio de Hausdorff y localmente compacto. Si B es un

subespacio compacto de (CL(X),Tr), entonces | JB es cerrado en X.

Demostracion. Sean A = |JBy z € cl(A). Sea F la coleccién de vecindades V' de x tal que
cl (V) es compacto en X. Para cada V € F, sea Cy = BN{E € CL(X) : ENncl(V) # 0}.

Necesitamos probar las siguientes afirmaciones:

Afirmacién 1. Cy # 0.

Sea V € F. Dado que x € cl (A), VN A # (). Asi, existe un F € B tal que VN E # .
Por lo que E € Cy. De donde Cy # 0.

Afirmacién II. Cy es cerrada en (CL(X), 7r).
Dado que X es de Hausdorff y localmente compacto, por el Teorema 1.35, (CL(X), 7x)
es de Hausdorff. Asi B es cerrado en C'L(X). De esto y de que cl (V') es compacto, por la

Propocisién 1.38(b), Cy es cerrada en (CL(X), 7r).

Afirmacién III. () Cy # 0.

VeF
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Como {F € CL(X) : ENncl(V) # (0} es cerrado en (CL(X),7r) (por la Proposicién
1.38, inciso(b)). Asi, cada Cy es un subconjunto cerrado de B. Veamos que la coleccién
{Cy : V € F} tiene la propiedad de la interseccion finita. Sean Vi,...,V, € F. Entonces,

V=NV, eF. Asi, que Cy C () Cy;. De esto y de que Cy # 0, () Cy, # 0. Ahora, como
| . Pl

=1 =1 1=
B es compacto, por la Proposicién 2.5 () Cy # 0.
VeF

Afirmacién IV. Si E € () Cy, entonces = € E.
VeF

Sea F € () Cy.Supongamos que x ¢ E. Como X \ E es un abierto y X es localmente
VeF

compacto, existe una vecindad compacta V de x tal que x € V' C X\ E. Dado que X es de

Hausdorff, V' € F. Por lo que E € Cy. De donde ) # ENcl (V)= ENV Cc ENX\E =0,

lo cual es una contradicciéon. Concluimos que x € E.

Finalmente, probaremos que € A. Por la Afirmacién 11, existe £ € [ Cy. Por la
VeF
Afirmacién IV, z € E. Sea V € F. Entonces E € Cy C B. Asiz € E C B = A.

Por lo tanto A es cerrado. O

Proposiciéon 2.7. Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces se tienen las siguientes

condiciones.
a) Cada F,(X) es un subconjunto cerrado de (CL(X),Tr).

b) Si X es conero, entonces cada uno de los siguientes espacios (Fn(X), 7r), (F(X), Tr),

(K(X),mr) y (CL(X),TF) es conezo.

Demostracion. Para mostrar a), sea E € CL(X)\F,(X). Entonces E tiene mas de n
elementos. Sean z1,...,2, € F tal que z; # x; sii # j y p > n. Como X es de Hausdorff

existen conjuntos abiertos disjuntos a pares Vi, ..., V, tales que z; € V;NE # () para toda

p
i € {1,...,p}. Entonces (ﬂ V}‘) NFu(X) = 0. Asi,
i=1

E € ﬁVZ- C CL(X)\Fn(X).

=1

Por lo que F,,(X) es cerrado de (CL(X), 7r).
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Para mostrar b), como X es conexo, cada uno de los subespacios F,,(X), F(X), K(X)
y C'L(X) son conexos en (C'L(X),27) ver [4, Teorema 4.10, p. 165]. Por el Lema 1.36, a),
los subespacios F,,(X), F(X), K(X) y CL(X) son conexos en (CL(X), Tr). O

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [4, Proposicién 4.11, p. 166].

Proposicion 2.8. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff. Sean Aq,..., A, subcon-

Juntos conexos de X. Entonces (Ay,..., A,) es un subconjunto conexo de (C'L(X),27).

En [1, Lema 1, p. 389] aparece una prueba del siguiente resultado para la clase de los
continuos, sin embargo conjeturamos que modelando la prueba de ese lema se puede de-
mostrar el resultado para la clase de los espacios conexos y de Hausdorff, con fundamento

en el Lema 2.2 en [2, p. 1053].

Lema 2.9. Sea X un espacio topolégico conexo y de Hausdorff. Sean V' un conjunto abier-
to conexo y Vi, ..., V, conjuntos abiertos no vacios de X tales que |J V; = V. Entonces

=1
(Vi,..., Vi) es conezxo en (CL(X),27).

Proposicion 2.10. Sean X un espacio de Hausdorff, localmente conexo y O es un sub-

conjunto abierto de (C(X),Tr).
a) St X es reqular, entonces |JO es un abierto en X.
b) Si X es localmente compacto, entonces | JO es un abierto en X.

Demostracion. Para probar a), sea Tx la topologia para X. Sea O C C(X) abierto. Sea
x € |JO. Probaremos que existe V € 7x tal que x € V C |JO. Sea E € O tal que = € E.
Entonces, existe un basico U en C(X) tal que E e U C O. Asi, z €¢ E C JU C O.
Demostraremos que | JU es un abierto en X.

Consideremos los siguientes casos:

n

Caso 1(a). Supongamos U = ((V;7) N (K°)T) N C(X) donde Vi,...,V,, € 7x ¥y
K e K(X).

=1

Sea U = |JU. Entonces # € U. Dado que X\K es un abierto tal que £ C X\K

(pues K es compacto y X es de Hausdorff) y X es regular y localmente conexo, existe un
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abierto conexo V tal que z € V C cl(V) C X\K. Claramente £ U cl(V) € C(X),
Eucd(V) c X\K y (EUc(V))NV, # 0 para cada i € {1,...,n}. Por lo que
(EUcl(V)eUU. AsizeV C(EUc(V)) CU.

Caso 2(a). Supongamos U = (ﬁ V)N C(X) donde V4,...,V, € 7x.

Sea U = |JU. Entonces z € U. szrlno X es abierto y localmente conexo, existe un abierto
conexo V tal que x € V C X. Claramente EUcl (V) € C(X) y (EUcl(V))NV; # () para
cadai € {1,...,n}. Porlo tanto EUcl(V)eU. Asiz e VC EUcl(V) CU.

Caso 3(a). Supongamos U = (K)* N C(X) donde K € K(X).

Sea U = |JU. Entonces x € U. Dado que X\ K es un abierto tal que E C X\K (pues
K es compacto y X es de Hausdorff) y X es regular y localmente conexo, existe un
abierto conexo V tal que x € V C cl(V) C X\K. Claramente E U cl(V) € C(X) y
Euc(V)c X\K. Porloque (EUcl(V))eU. Asiz eV C (EUcl(V)) CU.

Para demostrar b), sean O C C'(X) abierto y x € |J O. Probaremos que existe V' € 7x
tal que x € V C |JO. Sea E € O tal que x € E. Entonces existe un bésico Y en C(X)

tal que F € U C O. Entonces x € E C |JU C |JO. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1(b). Supongamos que U = <ﬁ V.o n (KC)+> NC(X) donde Vi,...,V, € 7x ¥
K € K(X). .

Sea U = |JU. Entonces x € U. Dado que X\ K es un abierto tal que x € F C X\ K (pues
K es compacto y X es de Hausdorff) y X es localmente compacto, existe una vecindad
compacta V de z tal que V C X\ K. Como z € Int (V) y localmente conexo, existe un
abierto conexo W en X tal que z € W C Int (V). Entonces cl (W) es una vecindad cerrada
y conexa de z tal que cl (W) Ccl(V) =V C X\K.

Ast EUcd(W)eUyzeW C(EUucd(W))cUcClO.

Caso 2(b). Supongamos que U = <ﬂ Vf) NC(X) donde V4,...,V, € 7x.
i=1
Sea U = |JU. Entonces = € U. Como X es abierto y localmente compacto, existe una

vecindad compacta V de z tal que V C X. Como z € Int (V') y localmente conexo, existe
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un abierto conexo W en X tal que z € W C Int (V). Entonces cl (W) es una vecindad
cerrada y conexa de z tal que cl (W) Ccl(V)=V C X.
Ast EUcd(W)eUyxeW C(EUucd(W))cUcClO.

Caso 3(b). Supongamos que U = (K)* N C(X) donde K € K£(X).
Sea U = |JU. Entonces x € U. Dado que X\ K es un abierto tal que z € £ C X\ K (pues
K es compacto y X es de Hausdorff) y X es localmente compacto, existe una vecindad
compacta V de z tal que V' C X\K. Como z € Int (V) y localmente conexo, existe un
abierto conexo W en X tal que z € W C Int (V). Entonces cl (W) es una vecindad cerrada
y conexa de z tal que cl (W) Ccl(V) =V C X\K.
Ast EUcd(W)elUyzeW C (EFucd(W))cUcCO.

O

La prueba del siguiente resultado la podemos consultar en [4, Teoremas 4.2, 4.9.12,

4.10, pp. 161, 164, 165] y [3].

Lema 2.11. Si X es un espacio de Hausdorff, compacto y conexo, entonces (CL(X),27)
y (C(X),27) son de Hausdorff compactos y conexos. En particular, para cada E € C(X),
el conjunto Ly ={F € C(X): E C F} es un subconjunto cerrado y conexo de C(X).

Proposicion 2.12. Sea X un espacio de Hausdorff. Si B es un subconjunto conexo de

(C(X),7r), entonces | J B es conexo en X.

Demostracion. Sea A = |JB. Supongamos que A no es conexo. Entonces existen dos con-
juntos no vacios A; y As tales que A = A; U Ay, cl (A1) NAy =0y AjNcl(Ay) = 0.

Sea A; ={E € B: ENA; # ()} parai € {1,2}. Es claro que A; # ) para cada i € {1,2}.
Como cada E € B es conexo, se tiene que £ C A; 0o B C Ay. Asi AiN Ay, =0y
B = A; U A,. Vamos a probar que A; Ncl (Ay) # 0. Supongamos que F € A; Necl (Ay).

Entonces F' C A;. Sea x¢g € F'y V un abierto de xg en X.

Entonces F' € V~. Como F € cl(Ay), existe un elemento E € A, tal que £ € V.
Como E C Ay y ENV # 0, VN Ay # 0. Asi zg € ¢l (Ay). De donde zy € A;Ncl (As), una
contradiccién. Por lo tanto 4; Necl (Az) = ). Similarmente se prueba que cl (A;) NAy = 0.

Esto significa que B no es conexo lo cual es una contradiccion. m
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La prueba de la siguiente proposicion es similar a la de la Proposicion 2.12.

Proposicion 2.13. Sea X un espacio de Hausdorff. Si B es un subconjunto conezxo de

(Cx(X),Tr), entonces | JB es conexo en X.

Proposicion 2.14. Sea X un espacio de Hausdorff y localmente compacto. Si X es

localmente conexo, entonces (Cx(X),7r) es denso en (C(X), 7).

Demostracion. Sea U un abierto basico en C'L(X). Consideremos los siguientes casos:

Caso I. Supongamos que U = <ﬁ U~ nN (KC)+> NC(X) donde Uy, ..., U, son abiertos
en X y K € K(X). .

Sean E € U y C' la componente de X\ K que contiene a E. Por el Teorema 1.2, C' es un
abierto de X. Para cada i € {1,...,n}, elegimos un punto z; € U,NE = CNU; N E. Para
cadai € {1,...,n}, sea V; = U; N C. Hagamos V = ('ﬁlvi) N (K°)*. Entonces

EevnC(X)cU.

Dado que C' es un abierto y conexo que contiene al compacto L = {zi,...,z,}, por
el Lema 1.15, existe un continuo M C C' que contiene a L en su interior. Entonces

M € VN Ck(X). Por lo tanto Ck(X) es denso en (C(X), 7r).

Caso II. Supongamos que U = ﬁ Ui~ NC(X) donde Uy, ..., U, son abiertos en X.
Sean F € U y C la Componentel?dle X que contiene a E. Por el Teorema 1.2, C' es un
abierto de X. Para cada i € {1,...,n}, elegimos un punto z; € U; N E. Dado que C' es
un abierto y conexo que contiene al compacto L = {x1,...,z,}, por el Lema 1.15, existe

un continuo M C C' que contiene a L en su interior. Entonces M € U N Ck(X). Por lo

tanto C'x(X) es denso en (C(X), 7).

Caso III. Supongamos que Y = (K°)" N C(X) donde K € K(X).
Sean F € U, x € E y C la componente de X\ K que contiene a E. Por el Teorema 1.2,
C' es un abierto de X. Asi, dado que C' es un conexo que contiene al compacto {z}, por

el Lema 1.15, existe un continuo M C C que contiene a {z} en su interior. Entonces

M e UNCk(X). Por lo tanto Cx(X) es denso en (C(X), 7r).
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2.2. Conexidad de (C(X),7r) y (Ck(X),7F)

Proposicién 2.15. Sea X un espacio de Hausdorff y compacto. Entonces, X es conero

sty solo si (C(X),Tr) es conezo.

Demostracion. Para probar la necesidad, supongamos que X es conexo. Entonces F;(X)
es conexo y esta contenido en (C(X),7r) (por Proposicién 2.7). Sea A € C(X). En-
tonces A es conexo y cerrado en X. Por la compacidad de X, A es compacto. Asi, por
el Lema 2.11, (C(A),27) es compacto y conexo en (CL(X),27). Por el Lema 1.36, a),
(C(A), 7r) es conexo en (CL(X), 7). Como Fi(X)NC(A) # () para cada A € C(X) y
C(X)=U{C(A): Ae C(X)}, (C(X),r) es conexo.

Para probar la suficiencia, supongamos que (C(X), 7r) es conexo. Por la Proposicién

2.12, |JC(X) es conexo en X. Dado que X = JC(X), X es conexo. O

Proposicion 2.16. Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces, X es conexo si y solo si

(Ck(X),Tr) es conexo.

Demostracion. Para probar la necesidad, supongamos que X es conexo. Entonces Fi(X)
es conexo y estd contenido en (Ck(X),7r) (por Proposicion 2.7). Sea A € Ck(X). En-
tonces A es conexo y compacto en X. Asi, por el Lema 2.11, (C(A),27) es compacto y

conexo en (CL(X),27). Por el Lema 1.36, a), (C(A), 7r) es conexo en (CL(X), 7p).

Como C(A) C Ck(X) para cada A € Cg(X), Cx(X) = [J{C(A) : A € Cx(X)}.
Dado que Fi(X) N C(A) # 0 para cada A € Ck(X), (Ckx(X),Tr) es conexo.

Para probar la suficiencia, supongamos que (Ck(X), 7r) es conexo en (C(X), 7r). Por

la Proposicion 2.12, | Ck(X) es conexo en X. Dado que X = |JCk(X), X es conexo. [

Corolario 2.17. Sea X un espacio de Hausdorff, localmente compacto y localmente co-

nezo. Entonces, X es conexo si y solo si (C(X),Tr) es conexo.

Demostracion. Para probar la necesidad, supongamos que X es conexo. Como X es
un espacio de Hausdorff, por la Proposicién 2.16, (Cx(X),7r) es conexo. Por hipéte-

sis, (Ck(X),7r) es denso en (C(X),7r). Por lo que (C(X),7r) es conexo.
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Para probar la suficiencia, supongamos que (C'(X), 7r) es conexo. Por la Proposicién 2.12,

X =JC(X) es conexo. O



Capitulo 3

Conexidad local en hiperespacios

3.1. Algunas propiedades en (Cx(X),7r) y (C(X), F)

Proposicién 3.1. Si X es un espacio topolégico conexo y de Hausdorff, entonces (CL(X), Tr)

es localmente conexo en X.

Demostracion. Consideremos los siguientes casos:

Caso I. Sea () V,~ un abierto basico de X en (CL(X), 1), donde Vi,...,V,, son con-
i=1
juntos abiertos no vacios de X.

Dado que (V" = (V4,...,V,, X), X es conexo y V1,...,V, conjuntos abiertos no vacios
i=1
de X tales que | V;UX = X, por el Lema 2.9, (V;,...,V,, X) es un subconjunto conexo
i=1

en (CL(X),27). Asi por el Lema 1.36, a), [ V,~ es conexo en (CL(X), Tr).
i=1
Caso II. Sea (K°)* una vecindad basica de X en (CL(X),7r), donde K = {).
Entonces (K¢)" = CL(X). Por el Caso I, cualquier abierto basico (] V;~ que contenga a

=1
X es conexo y estd contenido en (C'L(X), 7r).

Caso III. Sea (ﬂ V;_) N (K¢)*" una vecindad bésica de X en (CL(X),7r), donde
i=1

K=0yV,...,V, son conjuntos abiertos no vacios de X.

Entonces (61 Vi> N (K)+ = (é vz.) NCL(X) = (

n
=1

Vz) Por el Caso I, (ﬂ Vl>
i=1

es un abierto conexo que contiene a X contenido en | (| V;™ ) N (K°)™.
i=1

36



3.1. ALGUNAS PROPIEDADES EN (Cx(X),7r) Y (C(X), 7r) 37

]

Proposicién 3.2. Sea X un espacio de Hausdorff, localmente conexo y localmente com-
pacto. Sea U un abierto basico en CL(X). Si E € UNCk(X), entonces existe un abierto
basicoV en CL(X) tal que VNCk(X) es un abierto conezo en C(X) y E € VNCk(X) C
UNCk(X).

Demostracion. Sean U un abierto basico en CL(X) y E € U N Ck(X). Consideremos los
siguientes casos:

Caso I. Supongamos U = (ﬁ UZ-) N (K" donde Uy,...,U, son abiertos en X y
K € K(X). -

Sea C' la componente de X'\ K que contiene a E. Por el Teorema 1.2, C' es un abierto
de X. Para cada i € {1,...,n}, elegimos un punto x; € U; N E = U; N C N E. Para cada
i€{l,...,n},sea V; = U; N C. Hagamos V = (ﬂ V}_) N ((K°)"). Entonces

i=1

E e VﬂCK(X) CUQCK(X).

Mostraremos que VNCk (X) es conexo. Sea F' € VNCk(X). Como F es conexo, F C X\ K,
FNC #(yC es una componente de X\K, FF C C. Dado que E U F es un compacto
y C' es un abierto y conexo, por el Lema 1.15, existe un continuo M contenido en C' que

contiene al conjunto compacto £ U F' en su interior. Ahora, sean

Lyp={GeC(M):ECG)}

Lr=1{GeCM):Fca).

Por Lema 2.11, Lg v Lr son compactos y conexos con respecto de 27. Por Lema 1.36,
Lr v Lr son compactos y conexos con respecto a la 7p. Claramente E, F € Lg U Lp.
Como M € LN Lp, Lg U Lp es conexo. Mostraremos que Lg U Lz es un subconjunto
de VN Ck(X).

SeaGeLp.Como FCGCMcCCCX\KyFnNnV,#(paracadai, G€VNCx(X).
Por lo que Lr C VN Ck(X). De la misma manera L C V N Ck(X). Concluimos que
LU Lp es un conexo que contiene a Ey F,y LEULp CVNCk(X). Asi, VN Ck(X)

€5 conexo.
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Caso II. Supongamos que U = (| U;” donde Uy, ..., U, son abiertos en X.

i=1
Sea C' la componente de X que contiene a E. Por el Teorema 1.2, C' es un abierto de
X. Para cada i € {1,...,n}, elegimos un punto z; € U; N E = U; N C N E. Para cada

ie{l,...,n},sea V; =U; NC. Hagamos V = [ V;~. Entonces
i=1

FE e VﬂCK(X) CUQCK(X).

Mostraremos que ¥V N Ck(X) es un conexo. Sea F' € V N Ck(X). Como F es conexo,
FNC #0yC esuna componente de X, F' C C. Entonces por el Lema 1.15, existe un

continuo M en C' que contiene al conjunto compacto £ U F' en su interior. Ahora sean

Lp={GeC(M):EcCG}

Lr={GeC(M):FcCG).

Por Lema 2.11, Lg y Lr son compactos y conexos con respecto de 27 y por Lema 1.36,
éstos son compactos y conexos con respecto a la 7. Como M € LN Lp, Lg UL es co-
nexo. Claramente E, F' € LU Lp. Finalmente, mostraremos que LgULr C VN Ck(X).
Sea G € L. Como F C Gy FNV; # () para cada i, G N'V; # () para cada i. Asi,
G e VN Cg(X). Porlo que Lr C VN Ck(X). De la misma manera Ly C VN Ck(X).

Concluimos que V N Ck(X) es conexo.

Caso III. Supongamos que Y = (K°)* donde K € K(X).
Sea C' la componente de X\ K que contiene a E. Por el Teorema 1.2, C' es un abierto de

X. Hagamos V = C~ N ((K¢)"). Claramente
IS VQOK(X> CUOCK(X).

Mostraremos que VNCk (X)) es conexo. Sea F' € VNCk(X). Como F es conexo, F' C X\ K,
FNC#(yC es una componente de X\K, FF C C. Dado que E U F es un compacto
y C es un abierto y conexo, por el Lema 1.15, existe un continuo M contenido en C' que

contiene al conjunto compacto E'U F' en su interior. Ahora, sean

Lp={GeC(M):ECG}
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Lr=1{GeCM):FcCa).

Por Lema 2.11 Lg y Lr son compactos y conexos con respecto de 27. Por Lema 1.36,

LU Lp son compactos y conexos con respecto a la 7x. Claramente E, F € Lg U L.

Como M € LgNLp, LgULFE es conexo. Mostraremos que Lz U Lr es un subconjunto
de VNCk(X). Sea G € Lp. Como FCGCMCCCX\K,GeVNCg(X). Por lo
que Lr C VNCk(X). De la misma manera Ly C VNCgk(X). Concluimos que LgULp es
un conexo que contiene a Ey F,y LEULp C VNCk(X). Ast, VNCx(X) es conexo. [

Proposicién 3.3. Sea X un espacio de Hausdorff, localmente conexo y localmente com-

pacto. Si'V es un abierto en CL(X), entonces V N Ck(X) es denso en V N C(X).

Demostracion. Por la Proposicién 2.14, sabemos que (Ck (X)), 7x) es denso en (C(X), 7r).
Sea V un abierto en C'L(X). Sea W un abierto en CL(X) tal que WNV N C(X) # 0.
Notemos que WN VN C(X) es un abierto en ¥V N C(X). Mostraremos que

VNCx(XNNWNVYNO(X)) #0.

Dado que (WNV)NC(X) es un abierto en C(X) y (Ck(X), 7r) es denso en (C(X), 7r),
WnNYNC(X))NCx(X) # 0.

Usando que
WNYNCX)NCx(X)=WVNC(X)N(WNVYNC(X),
VNCx(X)N(WnNVYnNC(X) # 0.

Por lo que VN Ok (X) # 0 es denso en V N C(X). 0

Lema 3.4. Sean X un espacio de Hausdorff, localmente conexo y localmente compacto,
K C X wun compacto, C" una componente de X \ K y Uy,...,U, abiertos en X. Si
(ﬂ U;NnC) N (KC)+> NCx(X) # 0, entonces (N (U; N C)~ N (K)T) N Ck(X) es
i=1 =1
conezxo en Ck(X). En particular, (ﬂ U;,nC)~ N (KC)+) NCk(X) es conexo en C(X).
i=1

Demostracion. Por el Teorema 1.2, C' es un abierto no vacio en X. Entonces U; N C' es un

abierto en X para cada i € {1,...,n}. Hagamos V = (| (U; N C)~ N (K°)". Sea
i=1

E eVnCk(X).
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Mostraremos que VNC' (X)) es conexo. Sea F' € VNCk (X ). Como F es conexo, F' C X\ K,
FNC #(yC es una componente de X\K, FF C C. Dado que E U F es un compacto
y C' es un abierto y conexo, por el Lema 1.15, existe un continuo M contenido en C' que

contiene al conjunto compacto E'U F' en su interior. Ahora, sean

Lp=1{GeC(M):EcC G}

Lp={GeC(M):FcG.

Por Lema 2.11, Lr v Lr son compactos y conexos con respecto de 27. Por Lema 1.36,
Ly Lp son compactos y conexos con respecto a la 7p. Claramente F, F' € Lg U Lp.
Como M € LENLE, LgULE es conexo. Mostraremos que LU Lp es un subconjunto de
VNCk(X). SeaG € Lp. Como FCGCMcCcCX\KyFn(UnNC)# 0 para cada
i, G € VNCk(X). Porlo que L C VN Ck(X). De la misma manera Ly C VN Cx(X).
Concluimos que Lg U Lp es un conexo que contiene a By F,y L ULp CVNCk(X).
Asi, VN Ck(X) es conexo.

O

Lema 3.5. Sean X un espacio de Hausdorff, localmente conexo y localmente compacto,

C una componente de X y Uy,...,U, abiertos en X. Si <ﬁ(UZ N C’)_> NCk(X) #0,
i=1
entonces (ﬂ (U; N C’)_) NCk(X) es conexo en Ck(X). En particular, (ﬂ (U; N C’)‘) N
i=1 i=1
Ck(X) es conexo en C(X).
Demostracion. Por el Teorema 1.2, C' es un abierto de X. Entonces U; N C es un abierto

en X para cada i € {1,...,n}. Hagamos V = [ (U; N C)~. Sea

=1

EeVnCk(X).

Mostraremos que V N Ck(X) es un conexo. Sea F' € V N Ck(X). Como F es conexo,
FNC#0yC esuna componente de X, F C C. Entonces, por el Lema 1.15, existe un

continuo M en C' que contiene al conjunto compacto E'U F' en su interior. Ahora, sean

Ly=1{GeC(M):EcCG)

Lp={GeC(M):FcG.



3.1. ALGUNAS PROPIEDADES EN (Cx(X),7r) Y (C(X), 7r) 41

Por Lema 2.11, Lg y L son compactos y conexos con respecto de 27 y por Lema 1.36,
éstos son compactos y conexos con respecto a la topologia 7. Como M € Lg N Lp,
LrULEp es conexo. Claramente E, F' € LU Lp.

Finalmente, mostraremos que Lr U Lr C VN Ck(X). Sea G € Lp. Como F C Gy
Fn(U;NC) # 0 para cada i, GN (U; N C) # 0 para cada i. Asi, G € VN Ck(X). Por lo
que Lr C VNCk(X). De la misma manera Ly C VN Ck(X). Concluimos que VNCr (X)
es conexo.

]

Lema 3.6. Sean X un espacio de Hausdorff, conezo, localmente conexo y localmente

compacto y Uy, ..., U, abiertos en X. Si (ﬂ Ui_) NCk(X) # 0, entonces (ﬂ Uf) N
i=1 1=1

Ck(X) es conexo en Ck(X). En particular, (ﬂ Uf) NCk(X) es conexo en C(X).
i=1

n
Demostracién. Hagamos V = [ U;”. Sea
i=1

EeVnCk(X).

Mostraremos que V N Ck(X) es un conexo. Sea F' € VN Ck(X). Como F C X y X es
abierto y conexo, por el Lema 1.15, existe un continuo M en X que contiene al conjunto

compacto E'U F en su interior. Ahora, sean

Lp={GeC(M):EcCG}

Lr={GeC(M):FcG).

Por Lema 2.11, Lg y LF son compactos y conexos con respecto de 27 y por Lema 1.36,
éstos son compactos y conexos con respecto a la 7. Como M € LN Lp, LrU Ly es
conexo. Claramente £, F' € LU Lp.

Finalmente, mostraremos que Lg U Lr C VN Ck(X). Sea G € Lp. Como F C Gy
FNU; # 0 para cada i, G NU; # 0 para cada i. Asi, G € VN Ck(X). Por lo que
Lr CVNCk(X). De la misma manera L C VN Cx(X). Concluimos que VN Ck(X) es

conexo.
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Lema 3.7. Sean X un espacio de Hausdorff, localmente conexo y localmente compacto,
K C X un compacto, C' una componente de X \ K y Uy,..., U, abiertos en X. Si
(KT N Ck(X) # 0, entonces (K)" N Ck(X) es conero en Ck(X). En particular,
(K)TNCk(X) es conexo en C(X).

Demostracion. Por el Teorema 1.2, C' es un abierto no vacio en X. Entonces U; NC es un

abierto en X para cada i € {1,...,n}. Hagamos V = C~ N ((K°)"). Sea
EFEeyn CK(X)

Mostraremos que VNCk (X) es conexo. Sea F' € VNCk(X). Como F es conexo, F C X\ K,
FNC #(yC es una componente de X\K, FF C C. Dado que E U F es un compacto
y C es un abierto y conexo, por el Lema 1.15, existe un continuo M contenido en C' que

contiene al conjunto compacto F U F en su interior. Ahora, sean

Lp={GeC(M):ECG}

L:F:{GEO(M)ZFCG}.

Por Lema 2.11, Lg v Lr son compactos y conexos con respecto de 27. Por Lema 1.36,
L U Lpr son compactos y conexos con respecto a la 7. Claramente E, F € Lg U Lp.
Como M € LENLp, LEULE es conexo. Mostraremos que Lg U Lp es un subconjunto de
VNCk(X).Sea G € Lp. Como FCGECMCCCX\K,GeVNCk(X). Por lo que
Lr CVNCk(X). De la misma manera Lz C VN Ck(X). Concluimos que LU Lp es un
conexo que contiene a By F,y Lz ULp CVNCg(X). Asi, VN Ck(X) es conexo. [

3.2. Conexidad local en (Cx(X),7r) y (C(X), Tr)

Definicién 3.8. Un espacio X es conexo en pequeno en x € X si para cada vecindad

U de z existe una componente de U que contenga a x en su interior.

Proposicion 3.9. Sean X un espacio localmente compacto, de Hausdorff y x € X. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) X es conexo en pequeno en x.
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b) (Cx(X),Tr) es conexo en pequeno en x.

Demostracion. Vamos a probar a) implica b).
Supongamos que X es conexo en pequeno en x. Sea U una vecindad bésica de {z} en

(Ck(X), 7r). Consideremos los siguientes casos.

ﬂ \/i_ﬂ(KC)Jr) N Ck(X) donde Vi,...,V, € 7x y

Caso I. Supongamos que U = <
=1

K e K(X).
Entonces = € (n] V; N K¢ Haganos U = (n] V; N K¢ Claramente {z} € (U~ N(K°)*)N
Ce(X)cu. -

Por la compacidad local de X, existe una vecindad V' de x en X tal que cl (V) es
compacto y ¢l (V) C U. Como X es conexo en pequenio en z, sea M la componente de
V' que continene a x en su interior. Sean K’ = cl(V)\V, W = Int (M), W/ =Int (V) y
W=W- n({(KUK))")NCk(X). Entonces

{2} eWcCc (W n(E))NCx(X) (U N(K))NCx(X) CU.

Demostraremos que (U~ N (K€)") N Ck(X) tiene una componente que contiene a W.
Sea E € W. Dado que X\ K’ = (X \cl(V))UV, E C (X\(KUK'")) = (X\K)N(X\K') C
(X\cl(V))uV.Dedonde, £ C (X\cl(V))UV. Asi, dado que X \cl (V') y V son dos abier-
tos ajenos, F es conexoy ) # ENW = ENInt (M) C ENM C ENV, se tiene que

E C V. Como E y cl (M) son subconjuntos compactos de cl (V) y ENM # 0, EUcl (M)
es un subcontinuo de ¢l (V) Cc U € X\ K. Por lo que EUcl (M) € (U N(K)T)NCk(X).

Por otra parte, sean
Lr={FeC(EUc(M)):ECF}y

Laony ={F € C(EUcl(M)):cl(M) C F}.

Entonces, por el Lema 2.11 y el Lema 1.36, L) ¥y £g son conexos en (C(E U
cl(M)), 7). Si G € Lay, cl (M) C G C EUcl(M). Asi, dado que E,cl (M) C cl(V) C
U C X\ K, se tiene que

D#£cd(M)cGNUYy

GCEUc(M)CX\K.
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Asi, G € (U™ N(K°)") NCk(X). Por lo que Loy C (U™ N(K)') N Ck(X). De la
misma manera Ly C (U™ N (K°)")NCk(X). Como EUcl (M) € LannNLE, L&U L
es un subconjunto compacto y conexo de (U~ N (K¢)") N Cx(X). También F € Lg y
cl(M) € Laan. Asi, cl (M) € () (LaayU Le) y U (Lamry U Lg) es un conexo que
contiene a W. Por lo tanto, la (?oenvfponente de U queE e(:V(;}mtieme U (Lay U Lg) tiene a

EeW
{z} en su interior.

Caso II. Supongamos que U = (ﬂ VZ) NCk(X) donde Vi,...,V, € 7.
i=1

Entonces x € [ V;. Hagamos U = ([ V;. Claramente {z} € (U7) N Ck(X) CU.
i=1 i=1

Por la compacidad local de X, existe una vecindad V' de z en X tal que cl(V) es
compacto y cl (V) C U. Como X es conexo en pequeno en z, sea M la componente de V

que continene a x en su interior.

Sean K'=cl(V)\V, W =Int (M) y W= (W~ N ((K")*)") N Ck(X). Entonces
{z}eW Cc (U )NCk(X)CU.

Demostraremos que (U~) N Ck(X) tiene una componente que contiene a W. Sea
E e W.Dado que X\ K’ = (X \cl(V)) UV, EC (X\cl(V))UV. Asi, dado que X\cl (V)
y V son dos abiertos ajenos, E es conexoy ) # ENW = ENInt (M) C ENM C ENV,
se tiene que E C V. Como E'y cl (M) son subconjuntos compactos de ¢l (V) y ENM # (),
E Ucl(M) es un subcontinuo de cl (V) C U. Por lo que EUcl(M) € (U™) N Ck(X).

Por otra parte, sean
Lrp={FeC(EUc(M)):ECF}y

Laon = {F € C(EU(M)): cl (M) C F}.

Entonces, por el Lema 2.11 y el Lema 1.36, L) ¥y Lg son conexos en (C'(E U
cl(M)),7r). Si G € Loy, cl (M) C G C EUcl(M). Asi, dado que E,cl (M) C cl(V) C
U, se tiene que ) # cl(M) C GNU. Asi G € (U") N Ck(X). Por lo que Ly C
(U7)NCk(X). De la misma manera L C (U~ )NCx(X). Como EUcl (M) € LaanNLE,
Lg U Lary es un subconjunto compacto y conexo de (U~) N Ck(X). También E € Lg

y cl(M) € Lay- Asi, I (M) e () (LanyULe)y U (Laon U L) es un conexo que
Eew EEW
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contiene a V. Por lo tanto la componente de U que contiene |J (Lay U Lg) tiene a
EEW
{z} en su interior.

Caso III. Supongamos que U = (K°)" N Ck(X) donde K € K(X).
Entonces x € K°. Por la compacidad local de X, existe una vecindad V' de x en X tal
que cl (V) es compacto y cl (V) C K¢ Como X es conexo en pequenio en z, sea M la

componente de V' que continene a x en su interior. Sean K’ = cl (V) \V, W =1Int (M) y
W=W"n{(KUK))")NCkg(X). Entonces

{z} e W CU.

Demostraremos que U tiene una componente que contiene a W. Sea F € W. Dado
que X\ K' = (X \c(V))UV, EC (X\(KUK")) = (X\K)N(X\K') C (X\cl(V))UV.
De donde, E C (X\cl(V))U V. Asi, dado que X\cl (V) y V son dos abiertos ajenos, F
esconexoy ) # ENW = ENInt (M) C ENM C ENV, se tiene que £ C V. Como E y
cl (M) son subconjuntos compactos de ¢l (V) y ENM # (), EUcl (M) es un subcontinuo
decl(V)C X\ K. Porloque EUcl(M) eU.

Por otra parte, sean
Lrp={FeCEUc(M)):ECF}y
Laony ={F € C(EUcl(M)):cl(M) C F}.

Entonces, por el Lema 2.11 y el Lema 1.36, L) ¥y Lg son conexos en (C(E U
cl(M)),mp). Si G € Loy, cl (M) C G C EUcl(M). Asi, dado que E,cl (M) C cl(V) C
X\K,se tiene que G C EUcl (M) C X\K.AsiG € U. Porlo que Ly C U. De la misma
manera Ly C U. Como EUcl (M) € LaanNLe, L&U Ly es un subconjunto compacto

y conexo de Y. También £ € Ly cl(M) € Laan. Asi, cl(M) € () (Lamny U Le) ¥y
U (Lany U LE) es un conexo que contiene a W. Por lo tanto, la Co?ri;\é)nente de U que

foer?‘éiene U (Lary U LE) tiene a {x} en su interior.

Esto dem]flee];\jcra a) implica b).

Vamos a probar b) implica a).

Supongamos que (Ck(X),7r) es conexo en pequeno en z. Sea U una vecindad de x en
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X. Sea V un abierto de x tal que cl (V') es compacto y ¢l (V) C U. Sea K = cl(V)\V.

Entonces,
{z} eV=V"Nn(EK))NC(X)cC (U NEK))NCk(X).

Dado que (Ck(X),Tr) es conexo en pequeno, existe C la componente de V' que contiene
a {x} en su interior. Probaremos que |JC C V. Sea E € C. Entonces, E C X \ K =
X\ (1 (V)NX\V) = (X \cl(V))UV. Asi, dado que X\cl (V) y V son dos abiertos ajenos,
E es conexoy ENV # (), se tiene que £ C V. Esto muestra que | JC C V. Entonces,
por la Proposicién 2.1, existe una vecindad N de x tal que N C (JInt (C) C |JC. Por la
Proposicién 2.12, | JC es conexo. Esto prueba que la componente D de U que contiene a
x, satisface que x € N C |JC C D y = € Intx (D). Por lo tanto X es conexo en pequeno

en r. ]

Proposicion 3.10. Sean X un espacio localmente compacto, de Hausdorff y x € X. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) X es conexo en pequeno en x.
b) (C(X),Tr) es conexo en pequeno en x.

Demostracion. Vamos a probar a) implica b).
Supongamos que X es conexo en pequeno en x. Sea U una vecindad bésica de {z} en

(C(X),7r). Consideremos los siguientes casos.

N Vi_ﬂ(KC)*) N C(X) donde V4,...,V,, € 7x ¥

Caso I. Supongamos que U = (
=1

K e K(X).
Entonces = € ﬁ Vi N K. Haganos U = ﬁ V; N K¢ Claramente {z} € (U~ N (K)") N
cx)ycu. -

Por la compacidad local de X, existe una vecindad V' de x en X tal que cl (V) es
compacto y ¢l (V) € U. Como X es conexo en pequeno en x, sea M la componente de
V' que continene a z en su interior. Sean K’ = cl(V)\V, W =Int (M), W' =Int (V) y
W= W nN{(KUK))")NC(X). Entonces

{z}eWc (W n(EKE))NCX)c (U N(K))NnC(X) CU.
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Demostraremos que (U~ N(K°)")NC(X) tiene una componente que contiene a V. Sea
E €W. Dado que X \ K’ = (X \ cl(V)) UV, E C (X\(K UK")) = (X\K) N (X\K") C
(X\cl(V))U V. De donde, £ C (X\cl(V))U V. Asi, dado que X\cl(V) y V son dos
abiertos ajenos, E es conexoy ) # ENW = ENnInt(M) C ENM C ENV, se tie-
ne que £ C V. Como E y cl (M) son subconjuntos cerrados de ¢l (V) y EN M # 0,
E Ucl(M) es un subconjunto conexo y cerrado de ¢l (V) € U € X \ K. Por lo que
EUc (M) e (U Nn(K)T)NC(X).

Por otra parte, sean
Lp={FeCEUc(M)):ECF}y

Laan = {F € C(EU(M)): (M) C F}.

Entonces, por el Lema 2.11 y el Lema 1.36, L) ¥y Lg son conexos en (C(E U
cl(M)), 7). Si G € Lay, cl (M) C G C EUcl(M). Asi, dado que E,cl (M) C cl(V) C
U C X\ K, se tiene que

D#£cd(M)CcGnNnUy

GCFEUd(M)cCX\K.

AsiG € (U N(K)T)NC(X). Por lo que Loy C (U-N(K)T)NC(X). De la misma
manera Lg C (U-N(K)T)NC(X). Como EUcl (M) € LaayNLe, LULar es un sub-
conjunto cerrado y conexo de (U~ N (K¢)")NC(X). También E € Lgy cl(M) € Lan)-
Asi, cl(M) e N (LaanyULEe)y U (Laory U LE) es un conexo que contiene a WW. Por

Eew Eew

lo tanto la componente de U que contiene |J (Lo U L) tiene a {x} en su interior.
EeW

Caso II. Supongamos que U = (ﬂ VZ_) NC(X) donde Vi,...,V, € Tx.
i=1

Entonces x € () V;. Hagamos U = (] V;. Claramente {z} € (U~) N C(X) C U.
i=1 i=1

Por la compacidad local de X, existe una vecindad V' de x en X tal que cl (V) es
compacto y cl (V) C U. Como X es conexo en pequeno en x, sea M la componente de V'

que continene a x en su interior.

Sean K' =cl(V)\V, W =Int (M) y W= (W~ N ((K")°)")NC(X). Entonces

{z}eW cCc (U )NnC(X) CU.
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Demostraremos que (U~)NC(X) tiene una componente que contiene a WW. Sea E € W.
Dado que X \ K" = (X \cl(V))UV, E C (X\cl(V))UV. Asi, dado que X\cl (V) y V son
dos abiertos ajenos, E es conexoy ) # ENW = ENInt (M) C ENM C ENV, se tiene
que E C V. Como E'y cl (M) son subconjuntos cerrados de cl (V) y ENM # (), EUcl (M)
es un subconjunto cerrado y conexo de cl (V') C U. Por lo que EUcl (M) € (U7)NC(X).

Por otra parte, sean
Lp={FeC(EUcl(M)):ECF}y
Laon ={F € C(EUA(M)):cl (M) C F}.

Entonces por el Lema 2.11 y el Lema 1.36, La) ¥y L son conexos en (C'(E U
cl(M)), 7). Si G € Loy, cl (M) C G C EUcl(M). Asi, dado que E,cl (M) C cl(V) C
U, se tiene que ) # ¢l (M) C GNU. Asi G € (U7)NC(X). Porlo que Loy C (U7)NC(X).
De la misma manera Ly C (U~) N C(X). Como EUcl (M) € Laany NLEe, LeU La es
un subconjunto cerrado y conexo de (U~) N C(X). También E € Lg y cl(M) € La).
Asi, cd(M) e N (LapyULE)y U (Lapry U LE) es un conexo que contiene a V. Por

Eew Eew

lo tanto la componente de U que contiene |J (LaryU L) tiene a {x} en su interior.
Eew

Caso III. Supongamos que U = (K)* N C(X) donde K € K(X).
Entonces © € K°. Por la compacidad local de X, existe una vecindad V de x en X tal
que cl (V) es compacto y ¢l (V) C K¢ Como X es conexo en pequeno en z, sea M la

componente de V' que continene a x en su interior. Sean K’ = cl (V)\V, W =1Int (M) y
W=W n{(KUK"))")NC(X). Entonces,

{z} e W CU.

Demostraremos que U tiene una componente que contiene a W. Sea E € W. Dado
que X\ K' = (X \c(V))UV, E C (X\(KUK")) = (X\K)N(X\K") C (X\cl(V))UV.
De donde, E C (X\cl(V))UV. Asi, dado que X\cl (V) y V son dos abiertos ajenos, E
esconexoy ) # ENW = EnInt (M) C ENM C ENV, se tiene que £ C V. Como E'y
cl (M) son subconjuntos compactos de cl (V) y ENM # (), EUcl (M) es un subcontinuo
decl(V)C X\ K. Porloque FUcl(M) elU.
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Por otra parte, sean
Lr={FeC(EUc(M)):ECF}y

Ecl(M) = {FEC(EUCl(M)):Cl(M) C F}

Entonces, por el Lema 2.11 y el Lema 1.36, L) ¥y Lg son conexos en (C(E U
cl(M)), 7). Si G € Lay, cl (M) C G C EUcl(M). Asi, dado que E,cl (M) C cl(V) C
X\ K, se tiene que G C EUcl (M) C X\ K. Asi G € U. Por lo que Loy CU. De la
misma manera L C U. Como EUcl (M) € Lo NLEe, LeU Ly es un subconjunto ce-
rrado y conexo de Y. También, E € Ly y cl(M) € Lo Ast, cl (M) € () (LapnULE)
y U (LaoryULE) es un conexo que contiene a W. Por lo tanto, la comsgrz\éme de U que
Cofﬁ/(\%}ne U (Lary U Lg) tiene a {x} en su interior.

EEW
Esto demuestra a) implica b).

Vamos a probar b) implica a).
Supongamos que (C'(X), 7r) es conexo en pequeno en z. Sea U una vecindad de z en X.

Sea V un abierto de x tal que cl (V') es cerrado y ¢l (V) C U. Sea K = ¢l (V) \V. Entonces
{z}eV=V"n(K))NCX)c (U N(K)")NC(X).

Dado que (C(X),7r) es conexo en pequeno, existe C la componente de V que contiene
a {x} en su interior. Probaremos que |JC C V. Sea E € C. Entonces, £ C X \ K =
X\ ((V)NX\V) = (X \cl(V))UV. Asi, dado que X\cl (V') y V son dos abiertos ajenos,
E es conexoy ENV # (), se tiene que £ C V. Esto muestra que | JC C V. Entonces,
por la Proposicion 2.3, existe una vecindad N de x tal que N C [JInt (C) C [JC. Por la
Proposicién 2.12, | JC es conexo. Esto prueba que la componente D de U que contiene a
z, satisface que v € N C |JC C Dy x € Intx (D).

Por lo tanto X es conexo en pequeno en x. ]

Proposicion 3.11. Sea X un espacio de Hausdorff y localmente compacto. Si X es

localmente conexo, entonces (Ck(X),Tr) es localmente conezo.
Demostracion. La demostracion se sigue de la Proposicién 3.2. [

Proposicién 3.12. Sea X un espacio de Hausdorff y localmente compacto. Entonces, X

es localmente conezxo si, y solo si, (Ck(X),Tr) es localmente conezo.
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Demostracion. La necesidad se sigue de la Proposicion 3.11.

Para la Suficiencia, supongamos que (Cx(X), 7r) es localmente conexo. Sean z € X y U
un abierto en X tal que x € U. Por la compacidad local de X, existe un abierto V de X
tal que x € V, ¢l (V) es un compacto en X y cl(V) C U. Sea K = cl(V)\V = Fr (V).
Claramente K es compacto en X. Entonces, V = (V™ N(K)")NCxk(X) es un abierto que
contiene a {z} en (Cx(X),7r). Como (Cx(X),7r) es localmente conexo en {z}, existe

un conjunto abierto conexo W que contiene a {z} en (Cx(X),7r) tal que W C V.

Por otra parte, probaremos que [JWW es una vecindad conexa de z en X tal que
UW c U. Dado que {z} € W, = € |JW. Ahora, sea y € (JWW. Entonces, existe
E € W tal que y € E. Dado que E es conexo, E € V, ENV # 0, E C VU (X\K)
y X\Fr (V) =V U (X \cl(V)) es la unién de dos abiertos no vacios y ajenos, £ C V.
Asi, y € V. Esto muestra que |JW C V C U. Ademés, por la Proposicién 2.1, existe
una vecindad W de x tal que W C [JW. Entonces, |JW es una vecindad de z. Por
Proposicién 2.13, |JW es conexo. Esto muestra que X es conexo en pequeno en z.

Por lo que, X es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos. Por lo tanto X es

localmente conexo. O

Proposicion 3.13. Sea X un espacio de Hausdorff y localmente compacto. Entonces, las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) X es localmente conexo;
(b) (C(X),Tr) es localmente conexo;
(c) (C(X),Tr) es localmente conexo en cada E C Ck(X).

Demostracion. Para probar (a) implica (b), sea E € C(X) y U un abierto bésico en
CL(X) tal que E € U NC(X). Observemos que si X no es conexo, entonces X ¢ C(X).
En el caso de que X sea conexo, un abierto basico en C'(X) que contiene a X, es de la

forma (ﬂ Ui) N C(X) donde Uy, ..., U, son abiertos en X.
i=1

Consideremos los siguientes casos:

Caso I. Supongamos U = <ﬂ Ui_) N (K" donde Uy,...,U, son abiertos en X y
i=1
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K e K(X).

Sea C' la componente de X\ K que contiene a E. Por el Teorema 1.2, C' es un abierto de
X. Para cada i € {1,...,n}, elegimos un punto z; € U;N E = U; N C N E. Para cada
ie{l,...,n},sea V; =U; N C. Hagamos V = ((n]l V}_) N ((K¢)"). Entonces,

EeVnC(X)cuUnoXx).

Probaremos que VNC(X) es conexo. Dado que VNC(X) es un abierto en C(X) y Cx(X)
es denso en C(X), (WNC(X))NCk(X) # 0. De donde VN Ck(X) # (. Asi, por el Lema
3.4, VN Ck(X) es conexo en C'(X). Usando la Proposicién 3.3, V N Ck(X) es denso en
VN C(X). Porlo que VN C(X) es conexo en C(X).

Caso II. Supongamos U = (n] U;,” donde Uy, ...,U, son abiertos en X.
Subcaso A. Supongamos qlile Nno €S CONexo.
Sea C' la componente de X que contiene a E. Por el Teorema 1.2, C' es un abierto de
X. Para cada i € {1,...,n}, elegimos un punto z; € U; N E = U; N C N E. Para cada
ie{l,...,n}, sea V; =U; N C. Hagamos V = (ﬁ V;_). Entonces,

i=1

EevnCX)cUnCX).

Probaremos que VNC(X) es conexo. Dado que VNC(X) es un abierto en C(X) y Cx(X)
es denso en C(X), (WNC(X))NCk(X) # 0. De donde VN Ck(X) # 0. Asi, por el Lema
3.5, VN Ck(X) es conexo en C(X). Usando la Proposicién 3.3, V N Ck(X) es denso en
VN C(X). Porlo que VN C(X) es conexo en C(X).

Subcaso B. Supongamos que X es conexoy X € U NC(X).

Probaremos que U N C'(X) es conexo. Dado que U N C(X) es un abierto y Ck(X) es
denso en C(X), UNC(X)) NCx(X) # 0. De donde U N Ck(X) # (. Asi, por el Lema
3.6, U N Cx(X) es conexo en C(X). Usando la Proposicién 3.3, U N Cx(X) es denso en
UNC(X). Por lo que U N C(X) es conexo en C(X).

Caso III. Supongamos U = (K¢)* donde K € K(X).

Sea C' la componente de X\ K que contiene a E. Por el Teorema 1.2, C' es un abierto de
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X. Hagamos V = C~ N ((K°)"). Entonces
EevnC(X)cUnC(X).

Probaremos que YNC(X) es conexo. Dado que VNC(X) es un abierto en C'(X) y Cx(X)
es denso en C(X), (WNC(X))NCk(X) # 0. De donde VN Cx(X) # (). Asi, por el Lema
3.7, VN Ck(X) es conexo en C(X). Usando la Proposicién 3.3, V N Cx(X) es denso en
VN C(X). Por lo que VN C(X) es conexo en C(X).

Esto termina la prueba de (a) implica (b).

La prueba de que (b) implica (c), se sigue de que Ck(X) es un subconjunto de C'(X).

Para probar (¢) implica (a), es suficiente probar que X es conexo en pequefno. Sean
xr € X y U un abierto en X tal que x € U. Por la compacidad local, existe un abierto
V en X tal que z € V, cl(V) es compacto y cl(V) C U. Sea K = cl(V)\V. Cla-
ramente K es compacto en X y {z} € (V- N (K°)") N CX). Como (C(X),7r) es
localmente conexo en {z}, existe un conjunto abierto conexo U en (C(X),7r) tal que
{z} eUd C (V- N(K)")NC(X). Por Proposicién 2.12 y Proposicién 2.1, | JU es conexo

y contiene una vecindad W de x. De donde (JU es una vecindad conexa de z.

Finalmente, veamos que | JU C U. Sea E € U. Entonces, E € (V- N (K)") y
EcC X\K =V U (X\cl(V)). Asi, dado que ENV # 0, E es conexo y, V' y (X\cl(V))
estan separados, E C V C U. Por lo que | JU C V C U. Esto muestra que X es conexo

en pequeno en x. Por lo tanto X es conexo en pequeno. 0
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